TD Séries numériques

Comparaisons
HGZ Exercice 1 # Déterminer la nature de la série, en fonction du paramétre.
A™ a
1. Y. n% aeR 2. Y. 257 A>0 3. *Z(lnl;zj;l) 1)

K7s Exercice 2 A Natures des séries de terme général

. 1
1. /cosh% -1 2. sm% — tan - 3. cos( 5n +1)) 4. Y arccos (T)

WxP Exercice 3 Z Déterminer la nature des séries de terme général

L nln(l+ %) 3. p 5. ﬁ 7. In Z2IZ+}
2.Vn?+1-n 4 55 6. e~V 8. cian

svB Exercice 4 Nature de

LY (eos ) P S P 05 (wlatn)”

4BH Exercice 5 Z Pour n € N*, on note ¢(n) le nombre de chiffres de I’écriture décimale de n.

o

1. Donner un encadrement de ¢(n) en termes de log;,(n).

2. Quelle est la nature de ) (a) , en fonction de o > 0.
BM6 Exercice 6 Z Donner une CNS sur a, b, ¢ € R pour que la série de terme général ay/n + 1+ by/n + ¢v/n — 1 converge. Dans ce cas,
quelle est sa somme ?
Sommes

+00 n+1
n=0 n! *

oHL Exercice 7 Justifier la convergence et calculer )

Jps Exercice 8 # Montrer que pour tout « € |—1,1], la série ) | % converge. Quelle est sa somme ?

Q9v Exercice 9 On considére la suite de Fibonacci, définie par Fy = F; =1letVn € N, F,40 = F, 11 + F,.

1. Justifier la convergence de g;‘. 2. Déterminer En 0 33.
vL4 Exercice 10 Pour z € R, onnote f(z) = /%0 1 — P
1. Justifier la définition de f. 3. En déduire que f est continue.
2. Montrer que la fonction f est concave. 4. Montrer que f(z) c=75 —|— 0.
4vY Exercice 11 % 1. Trouver les fonctions f: [0, 1] — R continues vérifiant Vz € [0 1, fz) = S 2 3= f(am).
2. Trouver les fonctions f: [0,1] — R continues vérifiant Vz € [0,1], f(z) =Y 2 27" f(z™).
PQ0 Exercice 12 DEVELOPPEMENT EN SERIE ENTIERE D’UNE FONCTION ABSOLUMENT MONOTONE
Soit f: [0,b] — R vérifiant Vn € N, ™ > 0. Onnote R, (z) = f(z) — > 1_, f(k,;(o)xk etS,: x> liﬁgﬁ).
1. Montrer que Vz € ]0,b[, S, (z) = fol %f(”“)(aﬁu) du. En déduire que S, est croissante sur ]0,b].
2. % Soit z € [0,b[. En considérant ¢ € |z,b[, montrer que R, (2) =55 0.
On en déduit que f est DSE en 0, c’est-a-dire Yz € [0,b], f(z) = 320 f<">v(o) .
581 Exercice 13 % Montrer que tout réel z € [0,1] peut s’écrire de maniére unique © = : 9 n, , avec une suite (a,) vérifiant
Vn € N, a, € [0,n — 1] et Vng, In > ng, an, #n — 1.
Liens suite/série
cop Exercice 14 Z On considére une suite définie par ug € |0,7/2[ et, pour n € N, w1 = sin(up). On rappelle que u,, — 0.
1. ATlaide de Y (upnt1 — uy), montrer que > u’ converge. 2. ATlaide de In(uy,,+1) — Inu,, montrer que >_ u? diverge.

R9U Exercice 15 DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA SERIE HARMONIQUE ET APPLICATIONS.

1. Onnote H,, = Y ;'_; 1. Montrer qu'il existe une constante v telle que H,, = Inn + v + 04 (1).

k—1 k—1
2. Justifier la convergence de la suite S, = >} kﬂ 1) .En exprimant S,, en fonction de Ha,, et H,,. Déterminer 3, (71,)6 .
D8 Exercice 16 & % Soit (uy,) strictement positive telle que “2+L =1 — ¢ + O(-%). Montrer qu’il existe C € R tel que u,, ~ -<.
STPs

0k9 Exercice 17 2 Soit (u,,) une suite réelle. On suppose u,, positive. Montrer que la série ) u,, a la méme nature que ) 1_’&'"
1TF Exercice 18 Soit Y a,, une série positive convergente.
1. Montrer que > \/anan+1 converge. Réciproque ?

2. Montrer que pour a > 3, Z

402 Exercice 19 Z Soit (u,,) une suite decro1ssante positive dont la série converge. On note (S,,) la suite des sommes partielles.
1. Déterminer la limite, quand n — 400, de Sa,, — S,
2. En déduire que us,, = o(2), puis que u,, = o().



VH7 Exercice 20 #Z Discuter, en fonction de a € R, de la nature de ) Liw

JCN Exercice 21 Déterminer la nature des séries suivantes :

ony —1 4 -1
I'Z(’n) 2. Zn(n)
RFo Exercice 22 Soit (a,) une suite de réels positives et (¢, ) une suite de réels strictement positifs. On pose u,, = (a1 ...a,)= et
1
b, = (¢1...¢,)” n.On suppose que Y a,, converge.

1. Montrer que u, < % > ey akcr
2. On suppose que | = bu converge et on pose B,, = > o0 b—’“. Montrer que 22:1 u, < 30—, Bragcy.
3. Onprend ¢, = {"FU° Montrer que S, <eXT

nn—

oow Exercice 23 s Soit (a,,) une suite réelle positive.
On suppose que Y a,, diverge, et on pose S, = > _, ax.

1. Montrer que ) ¢* diverge. Indication : Adapter une démonstration de la divergence de > %

3. Montrer que Y % ST —325 converge pour tout § > 0. Indication : Considérer les intégrales |, ; " tl% dt.
Uv9 Exercice 24 % Soit o une permutation de N.
1. Quelle est la nature de la série ) ﬁ ? 2. Quelle est la nature de la série > ﬁ

Le chapitre sur les familles sommables trivialisera ces deux questions : pour des STPs, ['ordre de sommation n’a pas d’importance.

Comparaisons intégrales

8zY Exercice 25 Z [BANQUE CCP MP] StriEs DE BERTRAND On considére la série de terme général u,, = m, pour o € R.
1. Déterminer la nature de 3 u,, dans le cas o < 0.
2. En utilisant la fonction f: x — m, déterminer la nature de Y u,, dans le cas a > 0.
43Y Exercice 26 Z &
A . n . +oo
1. Equivalent, quand n — 400, de S, = ) V. 2. Equivalent, quand n — +o0,de R, = > ﬁ
— k=n
4c8 Exercice 27 Soit f une fonction de classe C*.
1. Montrer que ’f(n) - f:“ f(t) dt‘ <1 sup |f) 2. Montrer que ‘f(n) - f:“ f(t) dt‘ < :—H ||
[n,n+1]
3. % On pose e,, = sup , montrer que si Y e, converge, la série Y f(n) et la suite (f," f(t) dt) nen Ont la méme nature.

[n,n+1]
sin \/ﬁ sinlnn
4. Y Nature de ) Z=¥" et ) 5000,

Foo 1

171 Exercice 28 % EQUIVALENT DE LA FONCTION ZETA Déterminer un équivalent simple, quand s — 1%, de ((s) = "% P

A termes quelconques

LWE Exercice 29 Z & Nature de

1. Y sin(nm + 1) 2.y In(1+ (;12) ) 3. n+(1)1 4 3 (1+ (?/17% )
(-1
n“(l—)nﬁ)

Rv7 Exercice 30 Discuter, en fonction de «, 8 > 0, de la nature de >

uJY Exercice 31 Z Soit (u,,) une suite réelle telle que u,, — 0.
1. Montrer que la nature de Y u,, est la méme que celle de > ua, + Uapnt1-
2. Nature de Znﬁ(—l)"w.

KJY Exercice 32 2 Pour x € R\ Z~, on pose f(z) = :OOO (;B:

1. Justifier soigneusement la définition de f. 3. Montrer que f(z) = ::5 m

2. Déterminer la limite de f(z), quand  — +oc. 4. En déduire un équivalent de f(z), quand z — +oo.
69U Exercice 33 Nature de ) %

Ky5 Exercice 34 Soit (2,,)nen une suite complexe. On suppose qu’il existe o € [O,g [ tel que Vn € N, |arg z,| < «. Montrer que ) z,
et Y |2,| ont la méme nature.

L8I Exercice 35 % Soita > Oetu,, = z:;b (;a) Etudier la convergence de Y uy,.
5r0 Exercice 36 % [OrAL X] Soit Y x,, une série absolument convergente.
1. Montrer que Y |z,|P converge pour tout réel p > 1 2. Limite, quand p — 400, de ( ::8 |xﬁ|)1/p_
Indication : Il faut déja savoir traiter le cas d’une somme finie : quelle est la limite, quand p — +00, de (Z;cn:l Jc’l;)l/p ?
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